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Examen Final

® Durée de |'épreuve : 2 heures.

® Documents, Téléphone portable et calculatrice interdits.

e Un 0,5 sera enlevé a tout étudiant qui ne mettra pas le nom ou le numéro du groupe
sur sa copie.

Exercice 1 [ 3,5 points)
Soit A une partie de R*, non vide et bornée.

Soit
D = {\/.? ‘T E A}
1. Montrer que D est bornée.
2. Montrer que inf D = v/inf A et sup D = \/sup A.

Exercice 2 (3+5 points)
. 1 1 . n
I SoitHa=1+s4i4 v iy Las
2 3 n = -

(a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

1
5]11(I+l>5— Yr € RY.
T

r+1 T

(b) En déduire que
In(n+1)<H,<Iln(n)+1 Vvn2=>1

(¢) Déterminer la limite de Hy.
(d) Montrer que v, = Hy, — In (n) est décroissante positive. Que peut on conclure ?

2. Posons f(x) = cosz tel que r € 0,1]
(a) Montrer que l'intervalle [0, 1] est stable par f.
(b) Soit la suite récurrente (Un),»o définie par
Upy) = COSU, VN 2 0 an
{ ug =0
Répondez aux questions i et ii sans essayer de calculer les points fires.
i. Démontrer que (ua,) et (Uzn+1) sont convergentes.
ii. Posons | = lim ug, et I’ = lim uz,+)
A. Démontrer que | = cosl' et que l' = cos .
B. Utilisez le théoréme des accroissements finis pour montrer que [=),

C. Donner la nature de ("n)...zu-

Exercice 3 ([ 3+1,5 points)

1 Soientm € N, m > 2 et h(z) = =™ |z
(a) Montrer que h est dérivable sur R et donner h'(z).
est dérivable sur R et donner h*(z).

(b) Montrer que h'(x)
h et donner l'expression de h'™)(x).

(¢) Pour m > 2 fixé, déterminer la classe C" (R) de

Tournez la page s'il vous plait



2. En utilisant la formule de Taylor avec reste de

Lagrange au voisinage de 0 a Uordre 4 d
e* . calculer

! Il t x4+ - + IJ)

e’ - T+ —+ =
‘ 2 3
lim S— u—a
=) J"1

Exercice 4 (4 points)

Soit f: R — R* telle que f(0) =1 et :Eanm_f(;r) = J!i'l_nd'.}f[x) =0 . ?W [YN'S

L. Montrer qu'il existe § > 0 tel que Z| > 6 = f(z) <

| —

2. Montrer que f est bornée et posséde un marimum local.

Bon courage
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